Sterne

Allgemeine Eigenschaften

Grundlagen aus dem ersten Semester:
07-Eigenschaften der Sterne
Physikalische Rechenmethoden (Seite 177 - 195)

Sterne gehodren zu den wichtigsten Objekten im Weltall: Ohne Sterne gibe es kein
Licht, keine Warme und keine Elemente abgesehen von Wasserstoff.

1 Kernfusion

Die gesamte Energie, die in Sternen erzeugt wird, kommt durch Kernfusion zustan-
de. Welche Kernfusion stattfinden kann und wie viel Energie dabei erzeugt wird,
hangt vor allem von der Temperatur ab. (Beobachtungstechnisch ist zwar die Mas-

senabhidngigkeit interessanter, aber diese kommt nur dadurch zustande, das héhere
Massen hohere Temperaturen im Inneren erméglichen).

!
-10%

1p3 1p‘?

Energieerzeuvgungsrate in W/kg

Temperatur in Kelvin

In dieser Grafik werden die moglichen Kernfusionen und die dabei erzeugbaren Ener-
giemengen im Verhiltnis zur Temperatur dargestellt. Man erkennt, dass ab einer
Temperatur von 108K das Wasserstoffbrennen mittels pp-Kette mdglich ist, ab die-
ser Temperatur kdnnen also Hauptreihensterne entstehen. Je hoher die Temperatur
wird, desto mehr Watt kann der Stern pro Kilogramm Wasserstoff so erzeugen. Ab
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einer Temperatur von 10’K wird der CNO-Zyklus effektiver als die pp-Kette und
das Wasserstoffbrennen wird auf diese Art fortgesetzt.

Ab einer Temperatur von 108K wird auch das Heliumbrennen méglich. Das bedeu-
tet, sobald der Wasserstoff aufgebraucht ist, kann der Stern zu einem roten Riesen
werden. Davor wird die Energie trotzdem durch den CNO-Zyklus erzeugt, weil dieser
auf jeden Fall effektiver als das Heliumbrennen ist.

Das Fusionieren von Kohlenstoff oder noch schwereren Elementen, ist nur bei ex-
trem hohen Temperaturen moglich, die nur in den wenigsten Sternen vorkommen.
Alle anderen roten Riesen zerfallen nach dem Heliumbrennen zu einem weilen Zwerg.

In allen Fallen wird die durch Kernfusion erzeugte Energie vollstandig in elektromag-
netische Wellen umgewandelt. Wenn man also die Leuchtkraft eines Sterns in allen
Wellenldngen betrachtet, ist sie nichts anderes als die Energieabgabe eines Sterns
pro Zeit

L= (1.1)

E
t
Wenn man diese Formel nach der Zeit umformt, erhilt man die Zeit, bis die gesam-
te durch die Kernfusion erzeugte Energie abgegeben wurde und der Stern entweder
den nichsten Brennvorgang starten muss oder der Gravitation nichts mehr entge-
gensetzen kann und implodiert. Diese Zeit nennt man nukleare Zeitskala (7puk)

E
Thuk = I (12)

Die Energie wird ausschliellich aus dem Masseverlust des Sterns gewonnen. Wir
kénnen also in 1.2. die Einstein'sche Formel E = mc? einsetzen, wobei m in dem
Fall fiir den Massenverlust steht

mC2

Thuk = L (13)
Der Massenverlust hdngt einerseits davon ab, wieviel leichter das Material nach der
Fusion als vor der Fusion ist (1 — %), Andererseits wird nur der Teil des Materials
fusioniert, der sich irgendwann wihrend der Kernfusion in den Brennzonen, also den
Zonen des Sterns, die heil genug fiir die jeweilige Kernfusion sind, befindet (Ags).

Mnach ) MC2
Myor ~ L

Thuk = AFus(l - (14)

M steht in dem Fall fiir die Masse des Sterns und Ag,s(1 — %) ist der Anteil der
verlorenen Masse an der Sternmasse, sodass dieser Faktor zusammen die verlorene
Sternmasse angibt. Man kann mit dieser Formel sowohl die Lebensdauer von roten
Riesen (Lange des Heliumbrennens), als auch die Lebensdauer von Hauptreihenster-

nen (Lange des Wasserstoffbrennens) ausrechnen.
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Bei Supernovae (Fusion jenseits von Eisen) l3sst sich die Formel nicht anwenden,
weil dort kein Massenverlust sondern eine Massenzunahme stattfindet und dadurch
eine negative Energie herauskommt, die durch die standige Implosion ausgeglichen
wird. Das Leben einer Supernova wird also durch das Ende der Implosion begrenzt
(fiir solche Implosionen werden wir uns im n3chsten Abschnitt die Kelvin-Helmholtz-
Zeitskala herleiten).

Bei braunen Zwergen (Deuteriumbrennen) funktioniert diese Formel auch nicht, weil
das Deuterium von selbst zerféllt und dadurch immer neuer Brennstoff da ist. Dafiir
entsteht auch keine Energie, weil diese beim Zerfall wieder verlorengeht. Das Leben
von braunen Zwergen wird also nur durch Kollission mit anderen Sternen beendet.

Bei Hauptreihensternen befindet sich im Schnitt 10% des Wasserstoff im Laufe der
Entwicklung in den Brennzonen. Fiir Ag,s kann man in dem Fall also 0,1 einsetzen.
Da Helium um 0,7% leichter als Wasserstoff ist, erhdlt man fiir Hauptreihensterne
die Formel

2
4M7C (1.5)

Thuk = 7X10_
Um sich auszurechnen, wie lange die Kernfusion der Sonne dauert, muss man in
diese Formel die Sonnenmasse und die Sonnenleuchtkraft einsetzen

M@C2

Touk = Tx107% L

(1.6)

Man erhilt eine Zeit von 10'° Jahren. Diese Zeit kann man auch als Vorfaktor
benutzen, wenn man zur Berechnung der nuklearen Zeitskala eines Hauptreihen-
sterns problemorientierte MaReinheiten verwenden méchte (Masse in Sonnenmas-
sen, Leuchtkraft in Sonnenleuchtkriften und Zeit in Jahren)

M
Tnuk = 7-nuk©T (17)

Die Giiltigkeit dieser Formel kann man sich leicht klarmachen, wenn man versucht
die Masse und die Leuchtkraft wieder in SI-Einheiten auszudriicken

M/ M,
Tnuk = Thuk® L;LQQ (18)

Wenn man jetzt fiir 7,,xe die Formel 1.6. einsetzt, erhdlt man

/\/’@C2 M/M@
Lo L/L,

Dabei kiirzt sich die Sonnenmasse und die Sonnenleuchtkraft heraus und man erhalt
wieder die Formel 1.5.

Touk = Tx107%

(1.9)
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2 Implosion

Wenn keine Kernfusion mehr moglich ist, wirkt keine Kraft mehr nach auen und
die Gravitation ldsst den Stern so lange implodieren, bis entweder die Temperatur
wieder hoch genug ist, um eine weitere Kernfusion zu starten oder der Druck so
hoch ist, dass sich die Teilchen nicht weiter zusammenpressen lassen.

Wie weit sich die Teilchen zusammenpressen lassen, hingt vom sogenannten Kom-
pressionsindex (1) ab. Dieser berechnet sich mit der Formel

2
T

wobei f die Anzahl der Freiheitsgrade, also der moglichen Bewegungen ist. Beispiels-
weise hat ein Material das nur aus Atomen (also nicht aus Molekiilen) besteht drei
Freiheitsgrade, weil sich jedes Atom in drei Richtungen bewegen kann (rechts/links,
vorne/hinten und oben/unten). Der Kompressionsindex ist daher 2

r (2.1)

Befinden sich auch Molekiile im Material wird die ganze Sache komplexer, denn sie
konnen sich auch verformen, indem die Atome in den Molekilen unterschiedliche
Stellungen einnehmen. Es gibt folglich mehr Freiheitsgrade und der Kompressions-
index wird niedriger.

Die Kompressibilitdt eines Sterns ist von der Zusammensetzung und von der Tem-
peratur abhingig.
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In dieser Grafik ist der Kompressionsindex eines typischen Sterns in Bezug auf sei-

ne Temperatur aufgetragen. Die rote Linie befindet sich beim maximal mdglichen
Kompressionsindex von % (ein hoherer Kompressionsindex ist nicht méglich, weil es

immer mindestens drei Freiheitsgrade gibt).
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Bei niedrigen Temperaturen ist der Kompressionsindex 2, weil sich alle Molekiile in
festen Molekiilbindungen befinden, in denen sich die Atome nicht relativ zueinander
bewegen. Je heiler es wird, desto beweglicher werden die Teilchen.

Bei einer Temperatur von 100 Kelvin beginnen sich die Wasserstoffatome zu dre-
hen - Der Abstand zwischen ihnen bleibt jedoch gleich. Es entsteht der weniger tiefe
Wasserstoffpeak. Bei einer Temperatur von 1.000 Kelvin kann sich auch der Abstand
zwischen den Wasserstoffatomen dndern. Dadurch hat der Wasserstoff noch mehr
Freiheitsgrade und der Peak wird tiefer. Bei 5.000 Kelvin geben die Wasserstoffato-
me die Molekiilbindung ganz auf und die Kompressibilitit geht wieder zuriick auf %

Der ganze Vorgang wiederholt sich bei noch hoheren Temperaturen fiir noch schwe-
rere Elemente. Bei welchem Element der Kompressionsindex wie groR ist, kann man
sich mit der Sahagleichung ausrechnen.

p 6P
Mh==— 2.2
TP op (22)
In dieser Formel kommt zwar die Temperatur nicht vor, aber Druck, Dichte und die
Ableitung des Drucks nach der Dichte hingen eng mit der Temperatur zusammen.
Diese Formel bendtigt man selten, weil fast alle Molekiile bereits in Kompressions-

tabellen eingetragen sind.

Da ein typischer Stern hauptsichlich aus Wasserstoff und Helium besteht, wirken
sich die Peaks dieser Materialien auch am starksten auf den Kompressionsindex des
Sterns aus.

Bei einer Temperatur von 102K sind nicht einmal die Elektronen innerhalb der Ato-
me stabil. Bei so hohen Temperaturen geht der Kompressionsindex dadurch zuriick.

Die Zeitdauer, wie lange die Implosion dauert, bezeichnet man als Kelvin-Helmholtz-
Zeitskala (Tkn). Um sich diese auszurechnen, kann man die Formel fiir die Fallbe-
schleunigung verwenden.

_Gm?
R

a (2.3)
Allerdings wird die Fallbeschleunigung durch die restliche Energie der zuvor stattge-
fundenen Kernfusion aufgehalten (Die durch die Kernfusion erzeugte Energie ent-
weicht erst mit Verzégerung. Dadurch wird auch noch lange nach der Kernfusion
Energie in Form von Leuchtkraft abgegeben).

Diese Energie hilt die Fallbeschleunigung auf, man muss also die Formel fiir die
Fallbeschleunigung durch die Leuchtkraft dividieren.

GM?

R (2.4)

TKH =
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Da man Masse und Radius eines Sterns nicht immer bestimmen kann, ist es oft sinn-
voll, statt der Formel fiir die Fallbeschleunigung die thermische Energie einzusetzen.
Diese lasst sich aus dem Virialsatz abeleiten.

E rm
TKH — thLe (25)

Beide Formeln kann man fiir alle Sternkontraktionen anwenden: Fiir die Kontraktion
von Protosternen zu braunen Zwergen, fiir die Kontraktion von Hauptreihensternen
oder roten Riesen zu weien Zwergen und fiir alle Arten von Supernovae.

Man kdnnte jetzt wieder auf die Idee kommen, in Formel 2.3. die Sonnenmasse, den
Sonnenradius und die Sonnenleuchtkraft einzusetzen.

o2
Role

TKH = (2.6)

Man kommt dabei auf eine Zeit von 2x107 Jahren. So lange wiirde die Implosion der
Sonne dauern, wenn aus irgendeinem Grund das Wasserstoffbrennen in der Sonne
aufhoren wiirde. Das ist natiirlich unsinnig, denn das wird nicht passieren.

Der Grund, wieso diese Zahl trotzdem relevant ist, ist, dass man sie analog wie
bei der nuklearen Zeitskala als Vorfaktor verwenden kann, wenn man problemorien-
te GroBen (Sonnenmasse, Sonnenradius, Sonnenleuchtkraft und Jahre) verwenden
mochte. Man kommt dabei auf die Formel

2

M
TKH = 2x1o7H (2.7)

3 Transportzeitskalen

Die Transportzeitskalen geben die Durchlaufzeit einer Strahlung, eines Teilchens
oder einer Druckwelle durch einen Stern an. Es gibt dabei zwei Moglichkeiten fiir
Durchlaufe:

e Der Durchlauf mithilfe der Teilchen des Sterns: Beispiele dafiir sind Schall-
laufzeit, Warmeleitung und Konvektion. Diese werden durch die Bewegungen
der Teilchen iibertragen, das heiRt die Ubertragung ist ohne Teilchen nicht
moglich.

e Der Durchlauf durch die Teilchen des Sterns: Ein Beispiel dafiir ist die elek-
tromagnetische Strahlung. Diese wird ohne Medium zwischen den Teilchen
des Sterns iibertragen, die Teilchen sind dabei sogar im Weg.

Fiir diese zwei Prozesse gibt es zwei unterschiedliche Transportzeitskalen. Diese wer-
den am Beispiel der Schalllaufzeit und des Strahlungstransports behandelt.
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Schalllaufzeit

Die Schalllaufzeit gibt an, wie lange der Schall bendtigt, um den Stern zu durch-
laufen.

Der Schall wird iibertragen, indem ein Teilchen an das andere anstoBt. Je dichter
das Material ist, desto mehr StéRe bendtigt der Schall fiir denselben Weg. Die
Schallgeschwindigkeit nimmt also mit der Dichte ab. Mit zunehmendem Druck wird
die Schallgeschwindigkeit hoher. Insgesamt lautet die Formel

(3.1)

H
Il
e

Strahlungstransport

Der Strahlungstransport (7,.4) gibt an, wie lange es dauert, bis die im Stern erzeugte
Strahlung abgestrahlt wird. Im Stern befinden sich viele Teilchen, die die Strahlung
aufhalten. Entweder sie werden gestreut, wodurch die Teilchen dauernd ihre Rich-
tung dndern und viele Umwege machen oder sie wird ganz absorbiert. Durch die
absorbierte Strahlung ist es moglich, dass die Atome spater Linienstrahlung abgeben
(Beim Strahlungstransport betrachtet man das als eine Strahlung die sich zwischen
Absorption und Abgabe der Linienstrahlung im Atom aufhilt).

Insgesamt ist die Verzdgerung beim Durchlauf durch den Stern so grol}, dass die
Photonen 100.000 Jahre brauchen, um den Stern zu verlassen, obwohl sie mit Licht-
geschwindigkeit fliegen. Der Strahlungstransport dauert langer, wenn der Radius des
Sterns groBer ist und wird schneller, wenn die mittlere freie Wegldnge groRer ist,
also wenn weniger Teilchen im Weg stehen. Insgesamt lautet die Formel

RZ

1
CE Imfp

(32)

Trad ™~

Imfp steht in dieser Formel fiir die mittlere freie Weglange (vom englischen ,mean
free path"). Den Wert unter dem Bruchstrich bezeichnet man auch als Diffusions-
koeffizient D, damit kann man die Formel auch schreiben als

RZ
Trad ™~ 6 (33)

Durch Umformen der Gleichung nach D erhilt man

R2

Trad

D ~ (3.4)

Der Diffusionskoeffizient ist also proportional zur Flache, auf das sich die Strahlung
einer Stelle pro Sekunde ausbreitet.
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Wenn man den Diffusionskoeffizienten fiir einen anderen Transport ausrechnen
mochte, gibt man statt der Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit dieses anderen Objekts an. Die anderen Eigenschaften bleiben
aufrecht. (Die anderen Objekte werden zwar nur gestreut und nicht absorbiert, aber
da Absorption und Streuung ungefahr gleich viel Zeit wegnehmen, filllt das nicht
ins Gewicht)

4 Ratengleichungen
Die Ratengleichungen geben an, wie schnell sich die chemische Zusammensetzung

von Sternen dndert. Wichtige Beispiele dafiir sind die Nukleare Reaktionsrate und
die Energieproduktion.

Die nukleare Reaktionsrate gibt an, wie viele Stoffe pro Sekunde fusioniert werden.
Wenn man die Anzahl der zu fusionierenden Stoffe durch die nukleare Reaktionsrate

dividiert, erhalt man die nukleare Zeitskala.

Die Energieproduktion gibt an, wieviel Energie pro Sekunde erzeugt wird.

5 Sternaufbaugleichungen

Die Sternaufbaugleichungen dienen dazu, zu beschreiben, wie sich die wichtigsten
Eigenschaften der Sterne mit dem Radius dndern

Integrierte Masse

Die integrierte Masse (m) gibt an, wie viel Masse der Stern innerhalb des Radius r
hat. Allgemein gilt
m=Vp (5.1)

Wir gehen davon aus, dass die Dichte des Sterns konstant ist. Fiir das Volumen
konnen wir die Volumsformel der Kugel mit Radius r einsetzen. So erhalten wir

4 3
m= TP (5.2)
3
Durch Ableitung der Formel nach r erhilt man:
d
d—,:' = 47r?p (5.3)

Druck

Der Druck (P) ist die Kraft, mit der sich ein Material gegen das zusammengedriickt
werden straubt.
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Damit ein Stern stabil ist, muss die nach innen wirkende Kraft genauso groB wie
die nach auBen wirkende Kraft sein

Fauféen - _Finnen (54)

Das Minus kommt daher, dass die Krafte in die entgegengesetzte Richtung wirken.
Man bezeichnet den Stern in diesem Fall als im hydrostatischen Gleichgewicht be-

findlich.

Nach aulen wirkt der Druck, aber nur so stark, wie er sich nach innen verandert,
weil der Rest von den dariiber befindlichen Teilchen ausgeglichen wird.

dP

= (5.5)

FauBen =
Nach innen wirkt die Gravitationskraft (Newtonsches Gravitationsgesetz einsetzen)
mal der Dichte, denn je mehr Material iiber der Kugel mit Radius r ist, desto starker
driickt es nach innen.

Gmp (5.6)

Finnen =
r2

Wenn man 5.5. und 5.6. in 5.4. einsetzt, erhilt man die Formel fiir die Radiusan-
derung des Impulses

dP_ Gmp
dr — r?

(5.7)

Leuchtkraft

Die Leuchtkraft eines Sterns wird durch die Energie der Kernfusion ermdglicht. Die
so erzeugte Energie pro Gramm und pro Sekunde wird mit der Energieerzeugungsrate
(€) angegeben. Um die in der gesamten Kugel erzeugte Energie auszurechnen, muss
man die Energieerzeugungsrate mit der gesamten Masse des Sterns multiplizieren.

L= Me (5.8)

Fir die Masse konnen wir Formel 5.2. einsetzen und erhalten:

_ 4rrdpe

L
3

(5.9)
Wir gehen davon aus, dass Dichte und Energieerzeugungsrate im gesamten Stern
konstant sind. Dadurch erhalten wir nach der Ableitung

dL
o 4rr®pe (5.10)
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Temperatur

Die Temperatur (T) entspricht der Geschwindigkeit der Teilchen innerhalb eines
Sterns. Sie kann bekanntlich durch Warmeleitung, Konvektion oder Strahlung wei-
tergegeben werden. Da Warmeleitung und Konvektion in der Regel vernachlassigbar
klein im Vergleich zur Strahlung sind, geniigt es, mit der Strahlung zu rechnen.

Die Diffusion der Strahlung kann man mit der Formel fiir den Diffusionskoeffizient
ausrechnen:

1
D = cxhnfy (5.11)

Fiir Impn kann man in diese Formel den Kehrwert aus der Haufigkeit der Extinktionen,
also den Kehrwert aus dem Extinktionskoeffizienten mal der Dichte einsetzen

c
D =
3k,p

(5.12)

Um auf die Formel fiir den Strahlungsfluss zu kommen, muss man diese Formel mit
der Strahlungsdichte multiplizieren und erhilt so

L c d 4oT*

47r? 73kl,pE( c )

(5.13)

Die konstanten Faktoren kann man aus der Ableitung herausziehen, weil sie sich
. . . .. . 4
beim Ableiten nicht verdndern. Dann kann man die Formel nach % umstellen:

T4 3kl
- 5.14
dr 16mor? ( )

Wenn man hier die Kettenregel anwendet, ist die duBere Ableitung 4T3 und die
innere Ableitung %' Wenn man die Gleichung auf beiden Seiten durch die duRere
Ableitung dividiert, erhdlt man somit

dT 3k, pL
_— = 1
dr 64mor2T3 (5.15)

6 Losungsversuche der Sternaufbaugleichungen

Nachdem wir es geschafft haben, integrierte Masse, Druck, Leuchtkraft und Tem-
peratur nach dem Radius abgeleitet anzugeben, kénnte man auf die Idee kommen,
die Gleichungen nach dem Radius zu integrieren, um Formeln fiir Masse, Druck,
Leuchtkraft und Temperatur des gesamten Sterns zu erhalten. Das ist jedoch nicht
so einfach méglich, weil in allen Formeln GroRen vorkommen, die ihrerseits vom
Radius abhangig sind.

Diese GroRen sind die Dichte, die Energieerzeugungsrate und der Extinktionskoeffi-
zient

10
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Dichte: Die Dichte wird naheliegenderweise groRer, wenn der Druck starker wird,
weil dann die Teilchen starker zusammengedriickt werden. Mit steigender Tempera-
tur nimmt die Dichte ab, weil die Teilchen schneller werden und daher mehr Platz
bendtigen. Wenn man annimmt, dass der Stern aus einem n3herungsweise idealem
Gas besteht, erhalt man:

uP
= 6.1

P=pT (6.1)
In dieser Formel steht P fiir den Druck, R fiir den Radius, T fiir die Temperatur und
1 fiir das mittlere Molekulargewicht, also das Gewicht, dass ein Molekiil des Gases
durchschnittlich wiegt.

Energieerzeugungsrate: Die Energieerzeugungsrate nimmt mit zunehmender Dich-
te zu, weil dann die Wahrscheinlichkeit einer Kernfusion durch mehr vorhandene
Kerne erhdht wird. Auch durch die Temperatur nimmt die Energieerzeugungsra-
te zu, weil dann die Teilchen beweglicher sind und die Wahrscheinlichkeit, dass sie
zusammentreffen, groBer ist. Die Energieerzeugung steigt in Form einer Potenzfunk-
tion, weil die Kernfusion Temperatur und Dichte erhdhen und diese wiederum die
Kernfusion beschleunigen.

€n = eomek (6.2)

€o ist dabei die Energieerzeugungsrate zu Beginn des Prozesses. Die Potenzen m
und k sind fiir unterschiedliche Fusionsvorginge unterschiedlich groR.

Extinktionskoeffizient: Der Extinktionskoeffizient wurde bereits im Kapitel iiber
Strahlungsanderungen behandelt.

Zusammenfassend sind alle in den Differentialgleichungen vorkommenden GroBen
nur von Druck, Temperatur, Leuchtkraft und integrierter Masse abhangig. Wir kon-
nen daher die Sternaufbaugleichungen als Differentialgleichungssystem mit 4 Glei-
chungen und 4 Unbekannten auffassen. Ein derartiges Differentialgleichungssystem
ist nur dann analytisch I3sbar, wenn alle Differentialgleichungen linear sind.

Um die Differentialgleichungen zu lésen, bendtigt man daher numerische Naherun-
gen. Das bedeutet, man probiert unterschiedliche Gleichungen aus, indem man sie
einsetzt und sich die Abweichungen von einer einheitlichen Lésung anschaut. Dann
versucht man die Gleichung so zu verdndern, dass die Abweichungen kleiner wer-
den, indem man unterschiedliche Terme verkleinert oder vergroRert. Je ndher man
der Losung gekommen ist, desto geringfligiger andert man die einzelnen Terme, bis
man die L3sung genau erreicht (oft nur im Limes einer unendlich langen Folge von
Termen).

Auch das ist jedoch nicht fiir alle Sterne moglich, weil man zun&chst ausreichend
Anfangsbedingungen kennen muss.

11
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Anfangsbedingungen

Im stellaren Zentrum, also fiir r=0 gilt, dass die integrierte Masse 0 ist, weil keine
Masse mehr innerhalb Platz hat. AuBerdem wirkt hier der Zentraldruck (P.) und
die Zentraltemperatur (T)

Den Rand des Sterns definiert man dort, wo der Rand der Photosphire ist (r=Rpp),
also wo der Stern zu Leuchten aufhort. Die Leuchtkraft ist an dieser Stelle folglich
Null. Der Druck ist nicht ganz Null, weil Flares, Jets und Sternwinde in die Sternko-
rona vordringen und ebenfalls einen Druck ausiiben. Man nennt den dortigen Druck
Ppy. Die Temperatur entspricht der Oberflichentemperatur des Sterns. Man nennt
diese Effektivtemperatur Tes. Die integrierte Masse am Rand entspricht der Stern-
masse M.

Die GroRen T, P., Rppn, Ppn, Tefr und M kennt man entweder durch Beobachtung,
oder man schitzt sie im Vergleich zu dhnlichen Sternen ab.

Weiters gibt es keine Randwertbedingungen fiir Ableitungen nach r. Deshalb hat
man zwei Verfahren entwickelt, um diese Werte herauszufinden: Das SchieRverfah-
ren und das Newtonverfahren.

Das SchieRverfahren ist eine spezielle Form der numerischen Ldsung. Dabei muss
man die Randbedingungen fiir die Ableitungen erraten, indem man diese integriert
und sich die Abweichung von einer unabgeleiteten Randbedingung anschaut. Dann
versucht man eine Zahl die ein bisschen groRer oder ein bisschen kleiner ist und
schaut, ob dabei die Ableitungen groRer oder kleiner werden. Man geht in die Rich-
tung in der sie kleiner werden und verringert die Differenz, wenn man in der Nihe
der Losung ist. Am Ende erhidlt man entweder eine rationale Zahl, bei der sich die
Losung ausgeht oder man erreicht im Limes eine irrationale Zahl.

V2
V1

V3
v

/ va

In dieser Grafik sieht man den typischen Verlauf eines SchieBverfahrens. Beim ersten
Versuch probiert der Forscher irgendwas und erhilt dadurch auch irgendeine Abwei-
chung. Beim zweiten Versuch probiert er es mit einer kleineren Zahl und erhilt
dabei eine grolere Abweichung. Also versucht er es beim dritten Versuch mit einer
grolkeren Zahl und die Abweichung wird kleiner. Um die Abweichung noch weiter
zu minimieren, versucht er es beim vierten Versuch mit einer noch gréReren Zahl.
Jetzt ist die Abweichung in eine andere Richtung. Also muss eine Losung dazwi-
schen liegen und ab Versuch 5 nimmt der Forscher immer ein Ergebnis dazwischen,
um das Intervall immer weiter zu verringern. Dass er dabei nur eine L3sung erhilt
spielt keine Rolle, weil er auch nur eine Randwertbedingung ben&tigt.

12
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Diese stetigen Funktionen erhalt man jedoch nur bei besonders einfachen Hauptrei-
hensternen fiir den Zentraldruck und die Zentraltemperatur. Fiir alle anderen Sterne
kann man dieses Verfahren nicht verwenden. Deshalb wurde es im Jahr 1960 durch
ein anderes Verfahren abgeldst.

Dieses Verfahren heilt Newtonverfahren. Auch beim Newtonverfahren wird zunichst
ein Funktionswert erraten. Dann rechnet man sich den Schnittpunkt der Tangente
mit der Achse aus und versucht es bei diesem Schnittpunkt. Auch an dieser Stelle
bildet man die Tangente und schaut, wo sie die Achse schneidet. Auf diese Weise
nahert man sich der Lsung schneller als mit dem SchieRverfahren.

Vi

V2

/ \

In dieser Grafik probiert der Forscher sich mit dem Newtonverfahren der selben
Losung zu n3dhern. Man erkennt, dass er weniger Versuche als zuvor bendtigt um
dieselbe Genauigkeit zu erhalten.

Heutzutage sucht man diese Lésungen natiirlich mit dem Computer. Selbst fiir
die ist es meist ein Problem eine Ldsung zu finden, so dass man nur fiir einfache
Sterne eine Ldsung findet. Man versucht zudem die Losungen stets mit mehreren
unterschiedlichen Computerprogrammen zu erhalten, um sicher zu sein, dass kein
Programmierfehler vorliegt.

LIL]
1

0.5

In dieser Grafik sind die Lésungen fiir einfache Hauptreihensterne dargestellt. Man
erkennt, dass die integrierte Masse am Anfang stark ansteigt und sich dann immer
langsamer der Gesamtmasse des Sterns n3hert. Das ist auch logisch, weil die Dichte
im Zentrum am hd&chsten ist und nach aulen abnimmt. Auch das ist nicht iber-

13
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raschend, weil der Druck ebenfalls innen am starksten ist. Die Temperatur betragt
im Sternzentrum typischerweise mehr als 10 Millionen K und fallt nach auRen hin
stark ab. Die Leuchtkraft entspricht fast iiberall der Gesamtleuchtkraft des Sterns,
nur im Zentrum geht sie zuriick

Zustandsgleichungen

Man hat zwar noch keine Maglichkeit gefunden, eine Formel fiir den Zusammenhang
zwischen Druck, Temperatur, Dichte und integrierte Masse zu finden, die man auf
alle Sterne anwenden kann, fiir spezielle chemische Zusammensetzungen, die auch
in Sternen n3herungsweise vorkommen, allerdings schon. Diese Gleichungen nennt
man Zustandsgleichungen oder kurz EOS (fiir Equation of State)

Ein wichtiges Beispiel fiir Zustandsgleichungen, sind jene Zustandsgleichungen, die
sich auf ideale Gase beziehen, weil sich viele Gase als ideal nidhern lassen.

7 Leuchtkraft

Die Leuchtkraft eines Sterns kann auf zwei unterschiedliche Arten zustandekom-
men: Einerseits entsteht sie durch die Energie, die bei der Kernfusion erzeugt wird
(Fusionsleuchtkraft Lg,s), andererseits entsteht sie durch die Energie des Materials,
dass vom Stern durch die Gravitation angezogen wird. (Akkretionsleuchtkraft L)

Akkretionsleuchtkraft

Die Akkretionsleuchtkraft hdngt sowohl von der Massenzunahme des Sterns pro
Zeiteinheit M (der akkretierten Masse) als auch von Masse M und Radius R des
Sterns ab.

GMM
Lok = 5 (7.1)
Je mehr Material der Stern also akkretiert, desto leuchtkraftiger wird er. Mit zuneh-
mender Leuchtkraft nimmt jedoch auch der Strahlungsdruck zu und dieser verringert
die Akkretionsrate. Die Leuchtkraft bei der der Strahlungsdruck so hoch ist, dass
der Stern keine Masse mehr akkretieren kann, bezeichnet man als Eddingtonleucht-
kraft. Diese ist die hochstmogliche Akkretionsleuchtkraft eines Sterns.

Um herzuleiten, wie hoch die Eddingtonleuchtkraft ist, berechnen wir die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Materieteilchen von einem Photon weggedriickt wird. Das
hangt von der Anzahl der Photonen und dem Wirkungsquerschnitt (also dem Ge-
biet, auf dem ein Photon Druck ausiibt) ab.

Die Anzahl der Photonen lasst sich aus der Leuchtkraft bei einer bestimmten Fre-
quenz ausrechnen:

L,

npp = —5———
4r2wchy

14
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In dieser Formel steht np, fiir die Photonendichte, L, fiir die Leuchtkraft bei der
Wellenlange v und c fiir die Geschwindigkeit des Photons. hv gibt die Energie des
Photons und r?7 die Fliche eines Kreises an.

Der Wirkungsquerschnitt hdangt von der Durchsichtigkeit des Materials ab. Allge-
mein gilt: Je durchsichtiger ein Material ist, desto kleiner ist der Wirkungsquer-
schnitt. Um die Leuchtkraft zu erhalten, bei der iiberhaupt kein Material mehr
akkretiert werden kann, verwenden wir fiir unsere Berechnungen ein Material mit
dem kleinstmdoglichen Wirkungsquerschnitt (also ein vollstdndig durchsichtiges Ma-
terial). Fiir dieses Material gilt

8T
oT = ?rez (73)

wobei r. den klassischen Elektronenradius bezeichnet. Setzt man diesen ein erhilt

man eine Fliche von 6, 7x10~2°cm?.

Die Streurate ist die Photonendichte mal dem Wirkungsquerschnitt mal der Ge-
schwindigkeit der Photonen (denn je schneller die Photonen fliegen, desto hoher
ist die Wahrscheinlichkeit mit einem Teilchen zusammen zu stoRen. Nur weil die
Teilchen gestreut werden, bedeutet das aber noch nicht, dass die Teilchen nicht
akkretiert werden. Dafiir ist es notwendig, dass der Impuls der Photonen so hoch
ist, dass die Teilchen aus dem gravitativen Einflussbereich des Sterns geschleudert
werden.

Die Formel fiir den Impuls, den ein Photon pro Zeiteinheit iibertragt lautet

d hv
@w_m (7.4)
dt c
Multipliziert man diesen Impuls mit der Streurate, erhdlt man den Impuls, der insge-
samt auf die akkretierte Masse von den Photonen einer Frequenz libertragen wird.

LI,O'T
— 7.5
4drric (7.5)
Um den Impuls aller Photonen zu erhalten, muss man den Impuls bei allen Frequen-
zen aufadieren. Da nur die Leuchtkraft von der Frequenz abhingig ist, geniigt es
diese durch die Gesamtleuchtkraft zu ersetzen.

LO’T

FauBen - (76)

4rric

Man erhdlt somit die gesamte Kraft die nach aullen wirkt. Damit keine Massenak-
kretion mehr stattfindet, muss diese nach aulen wirkende Kraft starker als die nach
innen wirkende Gravitation sein

Lot GMm
4rric r2
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Da die Elektronenmasse im Vergleich zur Protonenmasse vernachlassigbar klein ist,
kann man statt m die Protonenmasse einsetzen

LO’T GMmp
dnric T 2 (7:8)
Umformen der Gleichung nach der Leuchtkraft liefert
4rcGM
Legy > —F<SMMp (7.9)
or

Wenn man alle Konstanten einsetzt, hangt die Eddington-Leuchtkraft nur noch von
der Masse des Sterns ab

Legg = 3,3x10*M (7.10)

Wobei man die Masse in Sonnenmassen einsetzt und die Leuchtkraft in Sonnen-
leuchtkraften erhilt.

Fusionsleuchtkraft

Die Leuchtkraft, die durch die Kernfusion entsteht, hangt von der Art und von
der Geschwindigkeit der Kernfusion ab. Beim Heliumbrennen in Hauptreihensternen
entsteht eine ganz andere Energie als beim Kohlenstoffbrennen in roten Riesen oder
bei der Kernfusion in Supernovae. Die unterschiedlichen Fusionsreaktionen und die
dabei frei werdende Energie werden in den passenden Kapiteln beim Materiekreis-
lauf genauer beschrieben.

Die Eddingtonleuchtkraft stellt auch bei der Fusionsleuchtkraft eine Grenze dar,
denn sobald diese iiberschritten wird, beginnt eine negative Massenakkretion. Dabei
wird der Stern kleiner und der Druck, der die Kernfusion beschleunigt, geringer.
Dieser Vorgang dauert so lange an, bis die Kernfusion langsam genug ist, um keine
Kernfusion oberhalb des Eddington-Limits zu erzeugen.

8 Strahlungstransport

Bei Sternen mit einer hohen Temperatur werden die Photonen fast ausschlieRlich
durch Strahlung iibertragen. In diesem Fall nennt man die Sterne radiativ. Wenn
die Temperatur der Sterne niedriger ist, spielt auch die Konvektion eine Rolle. Dann
nennt man die Sterne konvektiv. Die Warmeleitung ist bei Sternen generell vernach-
ldssigbar.

Die Untersuchung des Strahlungstransportes ist deshalb interessant, weil es dadurch

moglich wird, aus den Eigenschaften der ankommenden Strahlung dann auch auf den
Aufbau im inneren des Sternes, den man nicht direkt beobachten kann, zu schlieRen.

16
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Charakteristiken

Wenn Licht weder gestreut noch absorpiert wird, bewegt es sich bekanntlich gerad-
linig fort. Das ist im Stern lber kurze Distanzen zwischen den einzelnen Teilchen
moglich. Diese geraden Linien nennt man Charakteristiken. Der Weg der Strahlung
aus dem Stern setzt sich aus ganz vielen kurzen Charakteristiken zusammen.

Um die Strahlungstransportgleichung aufzustellen, bendtigt man drei GréRen: r, p
und p.

7.

r: Man verbindet sowohl den Anfangspunkt (A) als auch den Endpunkt (E) der
Charakteristik (in der Grafik rot dargestellt) geradlinig mit dem Mittelpunkt. Diese
Linien sind in der Grafik griin dargestellt. Dann zieht man die Lange der Linie des
Anfangspunktes von der Lange der Linie des Endpunktes ab (in der Grafik blau dar-
gestellt). Intuitiv gibt r an, wie weit sich das Teilchen wihrend einer Charakteristik
nach auBen (bzw. innen mit einem Minuszeichen) bewegt.

r=1Clu

w: Man betrachtet den Winkel zwischen der Charakteristik und der geradlinigen
Verbindung zwischen Anfangspunkt und Endpunkt (6). Den Cosinus von 6 nennt
man p. Dieser lduft auf der selben Strecke wie r wird aber in Charakteristikenldngen
skaliert (in der Grafik blau dargestellt).

17
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p = rsinf

|C

(i o
r=|Clu

p: Wenn man den Sinus von 6 betrachtet, erhdlt man eine Strecke die normal auf
den Radius des Anfangspunktes steht und diesen mit dem Endpunkt verbindet (in
der Grafik orange dargestellt). Skaliert ist diese Strecke weiterhin in Charakteris-
tikenldngen. Wenn man diese Formel mit r multipliziert, erhalt man p (in der Grafik
lila dargestellt). Die lila Linie ist immer langer als die orange Linie, weil r nie linger
als die Lange der Charakteristik ist.

Nun wollen wir eine Beziehung zwischen p, r und p herstellen. Dafiir verwenden wir
den Satz von Pythagoras
2 F 20 _
cos“f + sin“f =1 (8.1)

Umformen nach sinf gibt:

sind = /1 — cos?0 (8.2)

In diese Formel kann man die Definition von p einsetzen:

sind = /1 — p? (8.3)

Diese Formel setzen wir in die Definition von p ein:

p=ry1—p? (8.4)

Man darf r, p und p nicht mit Koordinaten verwechseln: Wenn man diese GréRen
kennt, kann man damit noch nicht den vollstandigen Weg der Strahlung beschreiben.
Erstens weill man iiberhaupt nichts iiber die Lage und zweitens kann die Richtung
in 3 Dimensionen nicht mit nur 2 unabhangigen Koordinaten beschrieben werden.

Opazitat

Die Opazitat ist ein Mal fiir die Durchsichtigkeit, sie gibt also an, wie viele Photonen
durch ein Material durchgehen, ohne extinktiert zu werden. Sie ist von der Dichte
und der Temperatur des Materials abhingig.
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In dieser Grafik ist die Opazitdt in Bezug zur Dichte und zur Temperatur aufgetra-
gen.

Man erkennt, dass die Kurve bei hohen Temperaturen sehr flach verlauft. Das liegt
daran, dass es bei diesen Temperaturen nur freie Elektronen und daher keine Extink-
tion gibt. Nur die Thompsonstreuung beeintrichtigt die Sicht ein bisschen.

Bei geringeren Temperaturen erkennt man, dass die Opazitdt mit zunehmender
Dichte zunimmt. Das liegt daran, dass bei einer hohen Dichte die Atome keine
Elektronen halten kdnnen und somit auch bei einer sehr hohen Dichte keine Extink-
tion moglich ist.

Am geringsten ist die Opazitdt im sogenannten Opazitdtsloch: Dort ist es zu kalt,
dass die Atome ionisieren (es kommt also nur sehr selten vor, dass einem Atom
Elektronen fehlen) aber zu heil zum Bilden von Molekiilen (Es kommt also nicht vor,
dass sich mehrere Atome ein Elektron teilen). Dadurch ist die Anzahl der Elektronen
pro Atom besonders hoch und es werden viele Photonen extinktiert.

Strahlungstransportgleichung

Die Strahlungstransportgleichung stellt einen Zusammenhang zwischen der spezifi-
schen Intensitat (/,), der Quellfunktion (S,) und der Opazitit (k,) einer Charakte-
ristik dar. Dafiir werden auch wieder die GroRBen zur Beschreibung der Charakteris-
tiken bendtigt

5, 1—p?é6l,

. — <= — Rv\ov — Il/ .
ST k(S ) (8.5)
Diese Formel hingt stark von der Frequenz der Strahlung ab, weil Intensitdt, Quell-
funktion und Opazitidt von der Frequenz abhingen. Da die Frequenz durch den
Dopplereffekt verschoben wird, hangt die Formel auch von der Geschwindigkeit der
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Strahlung ab. Zusatzlich ist die Formel aufgrund der Magnetfelder des Sterns und
relativistischer Effekte vom Winkel abhangig.

Um die Abhangigkeit von der Frequenz (und die damit verbundene Geschwindig-
keitsabhangigkeit) zu vermeiden, verwendet man das sogenannte Rosseland-Mittel
(k,). Das bedeutet, man integriert Strahlungsintensitat, Quellfunktion und Opazi-
tat dber alle Frequenzen und rechnet daraus die durchschnittliche Strahlungsinten-
sitat, die durchschnittliche Quellfunktion bzw. die durchschnittliche Opazitat pro
Frequenzintervall aus. Die Formel fiir das Rosseland-Mittel lautet:

00 §B,(T
fo 6'(F Lov
00 B, (T

fo % 5; Lov

RR =

Konvektion

Bei kiihleren Sternen sind die Teilchen weniger beweglich und daher dichter bei-
sammen. Die Strahlung wird dadurch haufiger absorbiert oder gestreut und ist viel
langsamer unterwegs.

In diesem Fall spielt die Konvektion eine Rolle: Die Strahlung bleibt lange im selben
Teil des Sterns und fiihrt dazu, dass dieser Teil des Sterns warmer wird, die Teil-
chen sich also schneller bewegen. Durch diese zusitzliche Bewegung bendtigen die
Teilchen mehr Platz und sind weniger dicht als die dariiberliegenden Schichten. Da-
durch sind sie auch leichter als diese Schichten und werden aufgrund der Gravitation
von ihnen verdrangt. Weiter vom Stern entfernt existiert jedoch weniger Strahlung
und die Strahlung innerhalb dieses Teils geht schneller an die Umgebung verloren
als neue Strahlung nachkommt. Die Teilchen werden wieder langsamer, dichter und
schwerer und sinken nach unten.

Man erkennt, dass dieser Vorgang von Druck- (die schwereren Teilchen, die durch die
Gravitation nach unten driicken) und Temperaturschwankungen (die zunehmende
und entweichende Strahlung) geprigt ist. Mit zunehmenden Druck der dariiberlie-
genden Teilchen und mit zunehmender Temperatur steigen die Teilchen auf und mit
abnehmender Temperatur und abnehmendem Druck der darunterliegenden Teilchen
sinken die Teilchen hinunter.

Bei einem nur minimalen Temperaturunterschied zwischen den Schichten, findet
keine Konvektion statt, weil die Verdrangung der weiter unten liegenden Schichten
aus dem Potentialtopf und die dafiir notwendige Reibung mehr Energie kostet, als
der Fall der Teilchen in den Potentialtopf bringt. Der adiabatische Temperaturgra-
dient gibt an, wie hoch der Temperaturunterschied pro Meter (Temperaturgradient)
sein miisste, damit die Konvektion beginnt.

Die GroRe dieses Gradienten hingt von der Temperatur und dem Druck im Stern
ab:

B olnT
2= 5P

<

(8.7)
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Wenn der Temperaturgradient nicht groRer als der adiabatische Temperaturgradient
wird (weil die Strahlung die Teilchen wieder verlassen hat, bevor sich ausreichend
Warme angesammelt hat), findet keine Konvektion statt und die Photonen werden
nur durch Strahlung weitergegeben. In diesem Fall treffen die Photonen auf mehr
Teilchen und es kommt besonders oft zur lonisation.

Wenn der Temperaturgradient groRer als der adiabatische Gradient wird, steigen die
Teilchen, die Photonen absorbiert haben, auf und geben diese Energie erst weiter
oben in Form von Linienstrahlung wieder ab. Dadurch, dass die Energie innerhalb
der Atome mehr Weg zuriicklegt, ist die Wahrscheinlichkeit einer lonisation geringer.

Wo der Temperaturgradient groRer als der adiabatische Gradient ist, hingt von der
Masse ab: Sterne mit weniger als 0,35M, sind iiberall konvektiv. Sterne mit mehr
als 0,35M, aber weniger als 1,2 M so wie unsere Sonne, sind in der Mitte konvektiv
und am Rand radiativ. Bei Sternen mit mehr als 1,2M, ist es genau andersrum:
Hier ist der Rand konvektiv und die Mitte radiativ.
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Masse in Sonnenmassen

In dieser Grafik ist der Ort der Konvektionszonen (krau) in Abhingigkeit von der
Masse aufgetragen. Auf der y-Achse ist nicht der Radius sondern die integrierte
Masse aufgetragen, die neben dem Radius auch von der Dichte abhingt.

Wenn der Temperaturgradient ganz besonders groR ist, driickt die dariiberliegen-
de Schicht so stark auf die darunterliegende Schicht, dass sogar Teilchen aus dem
Atomkern herausgeldst werden. Das ermdglicht Kernfusion.

Es gibt im Stern oft nur wenige Gebiete, an denen der Temperaturgradient hoch
genug ist, damit Kernfusion stattfinden kann. Diese Gebiete nennt man ,Brennzo-
nen". Solche Brennzonen muss es in jedem Stern geben, andernfalls gibe es keine
Kernfusion und es wiirde keine Kraft nach auBen wirken, sodass der Stern so lang in
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sich zusammenfallt, bis es weder Brennzonen gibt. Da Brennzonen besonders stark
konvektive Zonen sind, muss es in einem Stern auch immer konvektive Zonen geben.

Damit die fusionierbaren Stoffe in die Brennzonen gelangen, ist entweder konvekti-
on oder ein ,Dredge-up-Prozess" notwendig. Dredge-up-Prozess bedeutet, dass die
Stoffe zu trage sind, um mit der Rotation des Sterns mitzukommen, und dadurch
in die Brennzonen beférdert werden.
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